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Resumen

Se hace un esbozo de la justificacion estadistica y
matemdtica propia de la Psicometria para el problema de
medicion psicoldgica, con una introduccion a la ariomdtica y
principales relaciones de la teoria cldsica de los tests.
Nuestro abordaje se basa en una revision de la literatura
pertinente, pero, adicionalmente, contiene resultados y
derivaciones propias. Un valor adicional estd constituido por
el tratamiento como modelo y su conexion desde la teoria
matemadtica de medicion y la ]ustzﬁcaczon de la aleatoriedad
de los puntajes observados, asi como incorporar la propuesta
de Zimmerman sobre la deﬁnzczon de validez. El presente
estudio pretende ofrecer una presentacién del modelo
psicométrico de la Teoria cldsica de los tests, el cual
contiene parte del modelo lineal cldsico para una medicion en
una poblacion de sujetos.
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Introduccion

El uso de los Tests en Psicologia tienen larga data pero la cons-
truccién de pruebas empiricas de tipo psicométrico ha tenido y tiene
un gran desarrollo, pero desigual, que esta constituido por técnicas y
metodologias con cierta racionalidad muchas veces no explicita.!

Otro aspecto tardio fue sustentar, de alguna manera, la Teoria de los
Tests a través de un modelo matematico.? Entre estos esfuerzos pueden
citarse a Gulliksen (1950), Guilford (1954) y Torgenson (1958). Una sis-
tematizacién exhaustiva y mas o menos sélida se alcanzé finalmente con
la obra de Lord y Novick de 1968, reeditada en 1974.

El test o prueba de tipo psicométrico se construye teniendo como base
modelos estadisticos tales como: Modelos lineales con error de medicién.
Analisis Factorial, Anélisis de Variables Latentes y modelos de Item-
Respuesta como los modelos de Rash. En su mayor parte estos modelos
se generalizan en el Modelo de Ecuaciones Estructurales o de Estructuras
de Covarianza (véase Lord y Novick, 1974; Weiss y Davison 1981).

Uno de los modelos estadisticos mas utilizados para la construccién de
un test psicométrico es la Teoria Cldsica de los Tests (TCT), denominada
también Teoria del Puntaje verdadero. Esta se apoya en un modelo lineal
con error de medicién formulado por Spearman en 1904.

Relacionada con la TCT estd la Teoria de Medicién, teoria matematica
sistematizada en los tres volumenes de Krantz et al. (1971).2

En nuestro medio la literatura es escasa en ofrecer los detalles matemé-
ticos y técnicos de la fundamentacién estadistica de los tests psicométri-

1En 1954 la APA, recién, se reunié para uniformizar la terminologia usada y para
formular reglas bésicas para la estandarizacién de los Tests y la Construccién de
Pruebas. APA(1954)

2Esta necesidad de formalizacién estd en la tradicién de toda aplicacién de la
matematica y estadistica. Matemadticos y estadisticos participaron activamente en
este propdsito, por ejemplo Pearson y Spearman entre los cldsicos y Young, Rash y
Joreskog entre los mas recientes.

3Luce y Narens (1986) han trazado la historia moderna de la teoria de la medicién
a través de las contribuciones de autores como Campbell, Stevens, von Neuman y
Morgenstern, Pfanzagl, Savage, Suppes, Debreu, Luce y Tukey. En Narens y Luce
(1986) aparece un sumario de trabajos recientes sobre esos t6picos.
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cos, asi como de relacionar ésta con la teoria matematica de la medicién.
(véase Jones y Appelbaum, 1989; Magnunson, 1990; Pfanzagl, 1973).

En este estudio se esbozard un modelo constructivo que partiendo de
la Teoria de Escalas de Medicién (TEM) nos introduzca a las principales
propiedades de los instrumentos psicométricos dentro del marco de la
TCT. Pasaremos asi de un modelo deterministico, como es el caso de la
TEM, a uno probabilistico, como es el caso de la TCT. Se esbozara una
justificacién estadistica y matemadtica propia de la Psicometria para el
problema de medicién psicolégica introduciendo la axiomatica y princi-
pales relaciones de la TCT. También se presenta una discusién detallada
acerca de los modelos presentados y de las principales relaciones identi-
ficadas.

En otro estudio, se puede abordar los aspectos metodoldgicos y técni-
cas, que forman parte de la construccién de pruebas empiricas (ver
Bazdn, 1997), las cuales se apoyan en este modelo tedrico que se consti-
tuye en normativo.

El articulo estd organizado de la siguiente manera. La seccién 2 pre-
senta los principios y supuestos subyacentes a la psicometria que ge-
neralmente no son explicitos en la literatura psicométrica. El modelo
matemaético de la medicién psicométrica es presentado en la seccién 3 y
el modelo estadistico de dicha medicion es presentado en la seccién 4.
En la seccién 5, se presenta una propuesta para la definicién de validez
debida a Zimmerman (1983). En la seccién 6, se da alcances finales con
respecto a lo presentado en las secciones 2, 3, 4 y 5.

1. Principios y Supuestos de la Psicometria

La Psicometria podemos definirla como una tematica de la Psi-
cologia que a través de la Estadistica y la Matematica modela la medicién
psicolégica y sus principales aspectos conexos, as{ como el escalamien-
to y la construccién de escalas, test o pruebas, que se constituyen en
instrumentos psicométricos. Asi la Psicometria tiene dos aspectos que
la caracterizan: tedrico, ligados a la fundamentacién y justificacién de la
medicidn psicoldgica, y préctico, ligado a las técnicas para la elaboracién
de los instrumentos psicométricos.
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Lo que la Psicometria recoge de la Teoria Psicolégica muchas veces

no es explicito, tanto en textos como en manuales y articulos. En la
obra de Kantor, J. (1978) puede revisarse un “ejemplo de construccién
sistemdtica”, inusual en la diversas teorfas psicolégicas. De lo que con-
sidera Kantor, “intentos histéricos para hacer cientifica a la Psicologia
desde la teoria légica”, presentamos, desde una perspectiva mas bien
histdrica, algunos “principios”que consideramos subyacentes a la Teoria
Psicométrica.

. La Psicologia es una ciencia cuantitativa, (viene de Herbart), aplica-

ble a cosas y eventos no reales (constructos de las acciones) y son
indicadores de entidades psiquicas.

. La Psicologia es una ciencia experimental, (viene de Weber-Fechner)

que utiliza métodos psicofisicos analégicos al comportamiento orga-
nico siendo una experimentacién indirecta.

. La Psicologia es una ciencia paralela, isomorfa a la fisica, (viene de

Wundt), lo que se observa son movimientos y cambios fistolégicos
’ y
que son “isomorfos” a movimientos y cambios psiquicos.

. La Psicologia es una ciencia analdgica, (viene de Herbart-Wundt-

James), las entidades mentales son factores similares a las entidades
fisicas o naturales, (los elementos psiquicos estdn relacionados con
los factores fisicos y fisiolégicos).

. Los procesos o funciones psicolégicas pueden establecerse mediante

operaciones y, por tanto, definirse operacionalmente. No interesa la
descripcion de las cosas sino los procesos, pues permiten establecer
la existencia y estabilidad de algo mediante la ejecucién de cierto
tipo de operaciones.

. La Psicologia es traducible a lo fisico. Lo psiquico es idéntico a lo

fisico, la conducta es observable y, por tanto, est4 atravesando por
una experiencia psiquica mientras actia de determinada manera.

. La Psicologia es una ciencie deductiva, pues es posible construir

un sistema psicoldgico deductivo.

Por otro lado, Raven (1989) ha sistematizado los siguientes supuestos,

comunmente hechos por los psicémetras y usuarios de tests:
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Los puntajes de Test deben ser “normalmente”distribuidos.

Los puntajes deben tener distribucién amplia de manera que recoja
las diferencias individuales.

Los puntajes de test deben tener alta consistencia interna.

Los psicometras no deben confundirse con sus respuestas sociales
o creencias politicas.

Los individuos pueden ser descritos independientemente de la situa-
cidn o contexto en el cual se encuentran.

Debemos encontrar, del modo mds convincente, una manera par-
simoniosa de manejar las diferencias individuales para buscar un
numero pequeino de variables que pueden resumir la varianza total
de intereses y habilidades humanas.

Es importante encontrar maneras de hacer finas discriminaciones
entre individuos a lo largo de un numero pequeno de dimensiones.

La practica de hacer enunciados descriptivos acerca de los indivi-
duos no es cientifica.

Hacer discriminaciones finas en un niimero pequefio de dimensiones
es “objetivo”, antes que un enunciado acerca de las propiedades
distintivas, o acerca de los efectos de programas educacionales, so-
ciales y politicos.

Para la utilidad cientifica o para propédsitos practicos, cualquier
rasgo que es indexado debe ser estable.

Muchos de ambos, principios y supuestos, subyacen también en este

trabajo. No discutiremos aqui su validez sino se busca dar sus alcances
a través del modelo presentado, para ser explicito aquello que aparece
como poco riguroso en mucho de los libros clasicos de psicometria de
que disponemos y, por tanto, no sujeto de demostracién y si sujeto de
aceptacion tacita. Nuestra posicién debe ser critica frente a este modelo,
pero toda critica debe basarse en un profundo y riguroso conocimiento.
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2. Modelo Matematico de la Medicion
Psicométrica

2.1. Medicién Psicométrica

Los psicélogos coinciden en reconocer la importancia de la medicién
de las propiedades psicolégicas del individuo. Asi Thorndike escribié en
1913: “todo lo que existe, existe en cierta cantidad; todo lo que existe en
cierta cantidad puede ser medido”.

Como es facil conjeturar, las propiedades psicolégicas del individuo
no son observables. Por lo tanto, responde a la pregunta ;cémo medir
las propiedades psicoldgicas? constituye el problema fundamental de la
medicién psicoldgica. El drea tematica que aborda el problema es la
Psicometria.

El supuesto fundamental en el que se apoya la Psicometria es el
que a través de los instrumentos psicométricos podemos “medir” las
propiedades psicoldgicas.

Esquematicamente:

PROPIEDAD INSTRUMENTO PUNTAJE
PSICOLOGICA [ | PSICOMETRICO [ OBSERVADO

Figura 1: Supuesto fundamental de los instrumentos psicométricos

En el contexto de la Psicologia, dada una propiedad psicolégica no
observable (“propiedad medible”) “traducimos”dicha propiedad a través
del instrumento psicométrico en una propiedad psicolégica observable
(“propiedad medida”) que es una definicién operacional de la propiedad
expresada en niimeros. De suerte que, si estamos midiendo dicha propie-
dad en una poblacién de individuos en un instante especifico, es decir, en
una aplicacién, pasamos de una poblacién de individuos a una poblacién
de puntajes. En este contexto, medir consiste en pasar del mundo de
las propiedades de los individuos, respecto a una propiedad medible, al
mundo de las propiedades entre los nimeros (en especial en los reales),
respecto a esa misma propiedad medida.
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Por otro lado, en el contexto de la Teoria matemadtica de medicién,
como ha explicado Valdivieso (1991 a) (1991 b), siguiendo a Pfanzagl
(1973), medir significa estimar una propiedad dentro de un sistema rela-
cional dado, es decir los sujetos de la medicién son las propiedades del
objeto “medible”. Existen dos sistemas relacionales: numéricos y empiri-
cos, donde el primero estd conformado por los reales y por relaciones
entre sus elementos, las que determinarin la escala a emplear, la cual
denotamos por m, y €l segundo por el conjunto empirico de propiedades
a medir y por relaciones entre estas propiedades.

Con esto, el instrumento psicométrico es una medicidn de una propie-
dad medible definida como constructo, es decir la definicién operacional
de la propiedad medible especificando su proceso de medicién empirica,
y la escala de medicién es una funcién que relaciona la propiedad medible
directamente con la propiedad medida definida en forma tedrica.

De manera que se plantea un paralelismo entre la escala de medicién
y el instrumento psicométrico, asi la escala tiene una interpretacién
mas sintdctica (formal) y el instrumento una interpretacién més semanti-
ca (empirica). Es, por ello, que el instrumento psicométrico visto como
una forma empirica se conoce como escala o prueba. Esqueméticamente
podemos presentar lo siguiente:

{Qué relaciones
Poblacién de © propiedades
son deseables en
el instrumento
psicométrico?

Poblacién de Instrumento

Individuos / Psicométrico Puntajes

Sistema Sistema ¢ Qué relaciones
o propiedades
son deseables

en escala m?

Escala

relacional relacional

empirico numeérico

Figura 2: Paralelismo en la medicién psicométrica de la escala de medicién y el
instrumento psicométrico.

Las preguntas que aparecen en la figura surgen de manera natural,
con el modelo presentado en las secciones siguientes, pretendemos ha-
cerlas explicitas.
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Para estudiar las relaciones y propiedades tanto de la escala como del
instrumento psicométrico es necesario formular un modelo matemético
y un modelo estadistico. En las siguientes secciones desarrollamos estos
modelos.

2.2. Modelo Matematico de las Escalas de Medicién

Definiciones

Sea I un subconjunto contable que denota una poblacién de indivi-
duos sometidos a un test, 7" un conjunto que denota una poblacién
de propiedades medibles de card(T) = I y sea X un subconjunto de
nimeros reales que denota una poblacién de propiedades medidas de
card(T) = I. Considere (R;)jer, la familia de relaciones entre los t € T
definida por las propiedades deseables del instrumento psicométrico con
respecto a cada propiedad medible en su forma de funcién caracteristi-
ca, y sea (Sj)jer que denota la familia de relaciones entre las z € X,
definida por las propiedades deseables del instrumento psicométrico con
respecto a cada propiedad medida en su forma de funcién caracteristica.
En ambos casos L expresa un conjunto arbitrario pero usualmente finito
de tales relaciones.

Un sistema relacional empirico (s.r.e) T = (T,(R;)jeL) es una es-
tructura matemaética formada por el constructo T y las relaciones entre
sus elementos. Andlogamente se define un sistema relacional numéri-
co (s.r.n) correspondiente X = (X, (S;)jeL),

Una escala de medicién entre un s.r.e irreducible y un s.r.n es una
funcién m : T' = X, m([t]) = [z] que preserva las relaciones empiricas a
través de relaciones numéricas en los s.r dados, es decir lleva los objetos
[t] (a propiedad medible y sus relaciones) a objetos [x] (la propiedad
medida y sus relaciones). En un sentido més general puede decirse que
m(t;) = z; denota la medicién de la propiedad ¢ en el individuo i la cual
podemos escribir como zt.

En palabras simples, el término irreducible significa que T' debe
garantizar la inyectividad de la escala m, es decir para cada valor numéri-
co z existe una propiedad medible ¢ correspondiente a un sélo individuo.
Si T no es irreducible, no hay inconveniente pues es posible a partir de
T, construir un sistema relacional cociente asociado a una relacién de
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congruencia (relacién que permite sustituir internamente en T’ objetos
equivalentes en relacién a la propiedad medible). Este nuevo sistema re-
sulta irreducible. Mayores detalles pueden consultarse en Pfanzagl (1973)
y Valdivieso (1991a, 1991b).

Propiedades del instrumento y de la escala para el modelo psi-
cométrico:

Considerando las definiciones anteriores, proponemos que las propieda-
des deseables del modelo psicométrico son:

Para el instrumento psicométrico

1. Debe medir cierta propiedad ¢ univocamente y no otra. (existencia
y unicidad para la propiedad medible t}, a esto se denominara la
validez del instrumento psicométrico.

2. Debe proporcionar la misma medida z (valor numérico) de la propie-
dad medible t al volver a medir bajo “condiciones similares” al mis-
mo individuo 7 (invarianza para la propiedad medida z), a esto se
denominara la confiabilidad del instrumento psicométrico.

3. Debe poseer sensibilidad para diferenciar a los individuos con res-
pecto a la propiedad medible ¢t a través de la propiedad medi-
da z (invarianza para las relaciones de orden, entre los individuos
sometidos a un test con respecto a la posesién de la propiedad t), a
esto se denominarj la diferenciabilidad del instrumento psicométri-
co.

Para la escala psicométrica

1. Debe garantizar una “traduccién” de la propiedad medible en una
propiedad medida. Es decir la escala debe ser un Homomorfismo,
esto es, T' es homomorfo a X si VI € L, t(;) € TY entonces se
cumple que R;(t1,t2,...,t0:)) = Si(Zi, T2, -, Tiiy)

2. Debe garantizar una traduccién inica de la propiedad medible en
una propiedad medida. Es decir la escala debe ser #nice. Dada
la clase de homomorfismos de T' en X denotada por M(T, X)
podemos definir un conjunto de transformaciones admisibles de la
escala my € M(T', X) denotada por I x (mo(T)) de manera que
sea Unica.
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3. Debe garantizar la traduccién de la propiedad medible en una
propiedad medida que corresponda por lo menos a una medicién
de intervalo. Es decir la escala debe ser Intervalar. Dada mg €
M(T, X)), se dice que es intervalar si I' x (mo(T)) = {y : & =
R/v(z) = az + B,Vz € R, a € R+ A B € R} donde R deno-
ta el conjunto de los reales. Esta escala corresponde a una escala
donde son validas las transformaciones que corresponde a dilata-
ciones (parametro a) y traslaciones (pardmetro 3) de los puntajes.

3. Modelo Estadistico de la Medicién
Psicométrica

En el modelo matematico de la medicién psicométrica se pu-
do establecer relaciones y propiedades para la escala y el instrumen-
to psicométrico. Sin embargo, el modelo no es un modelo que pueda
ser verificado empiricamente. Adicionalmente, en situaciones comunes
de medicién psicométrica mediante test es apropiado establecer que las
relaciones entre la propiedad medible T y la propiedad medida X estan
sujetas a un error aleatorio considerando que X es una medida indirecta
de T y por tanto susceptible de error para una poblacién I determinada.
Para esto supondremos una sola propiedad medible para un test la cual
puede ser medida a través de diversos estimulos o elementos j del test.

Inicialmente considere el siguiente experimento aleatorio dentro de
esta seccién Z: dado un individuo i al que se aplica un cierto estimu-
lo j sucesivas veces para medir cierta propiedad ¢ determinada. Estos
estimulos generalmente son denominados {tems pero pueden ser tests
que componen un test mayor.

S = {s1,82,--,8k,...} €s el espacio muestral asociado, donde si €l
resultado de la aplicacién -del estimulo j al individuo 7 en la repeticién

k.

Una funcién X;; llamado puntaje observado del individuo i en el
estimulo j, que asigna a cada uno de los elementos s € S un nimero real
X;;(s)llamado valor del puntaje observado correspondiente o simple-
mente puntuacién del individuo 7 en el item j), se considera una variable
aleatoria.
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Esquematicamente tenemos:

S R, =R
Conjunto de aplicaciones Conjunto de puntajes observados

Figura 3: Definicién de la variable aleatoria puntaje observado

Bajo las condiciones consideradas tenemos que X;; es aleatoria puesto
que la eleccién del individuo proviene de una muestra aleatoria de la
poblacién y el estimulo también es elegido de una poblacién aleatoria
de estimulos (test o items), mas precisamente, doblemente aleatoria o
experimento compuesto.

Al proceso de obtener el resultado de aplicar un cierto estimulo j
elegido al azar, un conjunto amplio de veces, a un cierto individuo elegido
también al azar para medir cierta propiedad determinada, lo denominare-
mos una medicién mediante un instrumento psicométrico o simplemente
medicion psicométrica y constituye una definicién semdntica paralela a
la que correpondia a la escala de medicién en el modelo deterministico
visto en la seccién anterior.

Esta especificacién de la variable aleatoria X;; supone que la aleato-
riedad corresponde a las repeticiones y una muestra aleatoria de ellas
pude ser obtenida bajo una medicién psicométrica.

Precisemos ahora otro experimento aleatorio =Z*, consistente apenas
en seleccionar individuos donde el espacio asociado a =* es la poblacién
I de individuos, el cual corresponde a la medicién psicométrica mediante
un unico estimulo .

La variable aleatoria X que asigna a cada elemento i en I (a cada
individuo) uno y solamente un nimero real £ = X (i) correspondiente
a un valor obtenido por un individuo en un instrumento psicométrico
de una propiedad medible de estimulo dnico se llama solamente puntaje
observado, y es tal que, Rango(X) = Rx = {z e R/z = X(i),i € I} =
X(I), Dom.(X) = I. En este caso la aleatoriedad esta referida a los
diferentes valores que toma X para diferentes individuos.

89



En Psicometria se tiene dos modelos estadisticos para la medicién
psicométrica, uno asociado a X;; y otro asociado a X. En lo que sigue,
presentamos el modelo estadistico de la medicién psicométrica correspon-
diente a X denominado teoria del puntaje verdadero o Teoria cldsica de
los Tests.

3.1. Axiomas del Modelo Lineal Clasico

Sea T la variable aleatoria puntaje verdadero asociado a X que
toma valores t correspondiente al verdadero valor, de la propiedad me-
dible en tales individuos, esto es, Rango(T) = Ry = {t/t = T(i),i €
I} =T(), Dom.(T)y=1.

Definicién 1. Definimos la variable aleatoria puntaje de error € por la
relacion
e=X-T,en I (1.1)

Observacidn 1. Pese a que la triada (X,T,€) constituye una medicion,
a veces nos referimos a X como tal, y conviene precisar que nos referimos
a la aplicacidn de un estimulo a una subpoblacién de n individuos, por
lo que en verdad se tendria ¢;; = X;; —T;, donde j = 1,1 € {1,2,...,n}.
En sentido prdctico j puede ser considerado como un test o un item.

Axiomas del Modelo Lineal Clasico

Para toda subpoblacién no nula de I, es decir, YN C I, N # ¢,
N € 2! se asume lo siguiente:

E(e) =0 (1.2)
r(T,e) =0 (1.3)
7‘(61,52) = (1.4)
r(e1,T2) =0 (1.5)

donde E denota el operador esperanza y r denota la correlacién de las
variables en el paréntesis y el subindice dos mediciones diferentes cua-
lesquiera (ver Bickel e Dobsum (1977), que pueden ser la medida de la
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propiedad ¢ para dos individuos distintos en una misma ocasién a la
medida de la propiedad ¢ en dos ocasiones distintas.

También para evitar la trivialidad, asumamos que:

0<V(X)<00,0<V(T) <0y V() <o (1.6)

Observacion 2. Hay que observar que tanto las definiciones como los
resultados obtenidos en este estudio se cumplen para el modelo pobla-
cional pues en todo momento se trabaja con pardmetros poblacionales.

Proposicién 1. Para toda subpoblacién no nula de I, los siguientes
grupos de axiomas son equivalentes:

I) E(X)=E(T) .. i)
E(XiT;) = E(OTy) ... (i)
E(X1X:) = E(X1Ty) ... (i)

(I1) (1.2) a (1.5)

Corolario 1. Para toda subpoblacion no nula de I y para cualesquiera
dos mediciones se tiene:

COV (Xl,XQ) = COV (X1,T2) = COV (Tl,Tz) = COV (Tl,Xz).
En particular COV (X, T) = V(T).

3.2. Propiedades Derivadas para toda Medicion

Proposicién 2. Para toda medicién se cumple lo siguiente

E(T) = E(X) (2.1)
E(X/T=t)=t (2.2)
V(X)=V(T)+V(e) (2.3)
r2(X,T) = V(T)/V(X) =1 - V(e)/V(X) (2.4)
r2(X,T) +r2(X,e) =1 (2.5)
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3.3. Relaciones Basadas en Mediciones Estrictamente
Paralelas

Definicién 2. Sean dos mediciones X y X " de una misma propiedad
medible que satisfacen (1.1) con distintro error pero de varianza ho-
mogénea y obviamente los supuestos (1.2) a (1.5), tales mediciones son
llamadas mediciones estrictamente paralelas. Asi satisfacen lo siguiente:
Para toda subpoblacién no nula de I, cualesquiera dos mediciones son
estrictamente paralelas st se tiene:

X=T+e, X =T+e y V()=V() (3.1)

Observacion 3. En verdad, para dos mediciones estrictamente paralelas
se tiene T =T y se puede adelantar aqui que los tests paralelos tendrdn
tgual promedio de puntajes observados, varianzas y correlaciones con
otros puntajes observados, pero no necesariamente perfectamente cor-
relacionados entre ellos (a menos que no halla varianza de error).

Proposicién 3. Para toda subpoblacién no nula de I y para cualesquiera
dos mediciones estrictamente paralelas de una misma propiedad medida,
se cumple:

’

E(X)=EX') y V(X)=V(X) (3:2)
COV(X,X')=V(T) (3.3)
r2(X,Y)=r(X,X") (3.4)
Vie) = V(X)) -r(X,X") (3.5)
r(X,e) = /1-r(X, X)) (3.6)

Observacidén 4. El reciproco de (3.2) no necesariamente es cierto.

3.4. La Confiabilidad de un Test

Definicién 3. La confiabilidad de un test es definida como la correlacion
al cuadrado r?(X,T) entre puntaje observado y puntaje verdadero.

Proposiciéon 4. La confiabilidad es un nimero en el intervalo < 0,1].
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3.5. La Validez de un Test

Definicidn 4. El coeficiente de validez de una medicion X con respecto a
un criterio Y (una segunda medicidn) es definida como el valor absoluto
de su coeficiente de correlacion, es decir, |r(X,Y)|.

Proposicién 5. La confiabilidad de un test es justo su validez con res-
pecto a un test paralelo.

3.6. Foérmulas de Atenuacién
Lema 1. Dadas X eY dos variables aleatorias psicoldgicas con errores

de medicién que satisfacen (1.1), se cumple lo siguiente:

T(Tx,Ty) = T(X, Ty)/'I‘(X, Tx) = ’I”(Y, Tx)/'r'(Y, Ty) (6.1)

T(Xa Y) = T(Xv TY)T(Y) TY) = T(Ya TX)T(Xa Tz) (62)

donde T'x, Ty denotan los puntajes verdaderos de las mediciones distin-
tas correspondientes a X e Y respectivamente.

Observacién 5. El cociente en (6.1) no se indetermina puesto que
r(X,Tx),r(Y,Ty) > 0, por la Proposicion 1, dado que ambas ezpresan
los indices de confiabilidad de las mediciones correspondientes.

Proposicién 6. Dadas X eY variables aleatorias psicoldgicas con erro-
res de medicidn que satisfacen (1.1), se cumple lo siguiente:

r{(Tx,Ty) = r(X,Y)/[r(X, Tx)r(Y, Ty)] = r(X, Y)/[r(X, X)r(Y,Y)/2 (6.3)

(X, Y) = (X, Ty)[r(Y, Y )2 = (¥, Tx)[r(X, X" )]2/2 (6.4)
(X, Tx) 2 7(X,Ty) y r(Y,Ty) > (¥, Tx) (6.5)
[r(Tx, Ty)| 2 [M(X, Ty} > |n{X,Y)| y

I7(Tx, Ty)| 2 |r(Y, Tx)| > |r(X,Y)] (6.6)

Proposicién 7. La validez de un test con respecto a cualquier criterio
no puede exceder del indice de confiabilidad. Si excede a la confiabilidad
entonces el sequndo puntaje observado correlaciona mds altamente con
el primer puntaje verdadero que con el primer puntaje observado.
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4. Propuesta de Zimmerman para la
Definicion de Validez

Zimmerman (1983) ha presentado una nueva propuesta para la
definicién de validez que presentamos a continuacién.

Proposicién 8. Sean X eY dos variables aleatorias de la misma propie-
dad, tal que X =Tx +ex, y Y =Ty + ey. Se tiene

COV (X,Y) = COV(Tx,Ty)) + COV (ex,ey) (7.1)

4.1. Definicién de Validez segiin Zimmerman

Zimmerman (1983) propone definir la validez de una medicién
X con respecto a un criterio Y como |Vxy|, donde

_ COV (Tx,Ty)

(7.2)
V(X)V(Y)

XY

4.2. Relaciones entre la Definicién de Validez de
Zimmerman y la Usual

Si denotamos r(X,Y) en (4.5) por pxy tenemos las siguientes
relaciones entre Vxy y pxy

Proposicién 9. Se cumple

VXY _ COV (Tx,TY)
pxy COV (X,Y)

(7.4)

pxy — Vxy = plex,ey)[l — r(X, X /2[1 - r(¥,Y)]'/2 (7.5)
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5. Discusién y Alcances Finales

Como los tests psicométricos empleados en el pais, en su mayoria,
se basan en la Teoria cldsica de los Tests, la cual a su vez se apoya
en el modelo con error en medicién formulado por Spearman en 1904
y extendido desde alli, nos propusimos abordar este tema para asi con-
tribuir a su esclarecimiento y difusién. Nuestro abordaje se basé en una
revisién de la literatura pertinente, pero adicionalmente contiene resul-
tados y derivaciones propias. Una justificacién adicional lo constituye el
tratamiento como modelo y su conexién desde la teoria matemadtica de
medicidn y la justificacién de la aleatoriedad de los puntajes observados.

Con respecto a los Principios y supuestos de la Psicometria

Un primer alcance a establecer corresponde a los principios y supues-
tos subyacentes a la teoria psicométrica. Los principios identificados
en la seccién 2 pueden reinterpretarse en: Los constructos psicoldgicos
ezisten, pero no son observables y sin embargo son susceptibles de ez-
perimentacidon indirecta. Los constructos responden, isomdrficamente, a
estimulos como la conducta medible, por tanto los constructos psicolégi-
cos pueden ser medidos. Los constructos psicoldgicos son operaciona-
lizados para ser medidos empiricamente. El constructo operacionalizado
se traduce por conductas obsevables. Por lo tanto es posible establecer
modelos a través de un sistema psicolégico deductivo.

Por otro lado, los supuestos subyacentes a la Psicometria pueden
reinterpretarse en: Los puntajes observados en un test muestran regula-
ridades, variabilidad y alta consistencia interna. Una condicidn requerida
es la objetividad del evaluador y que la evaluacidon sea un experimento
controlado. Lo que se busca es un Modelo Parsimonioso de la diferen-
ciabilidad humana con alto poder de discriminacion. La cuaentificacion
mediante test es cientifica, objetiva y mide constructos estables.

La validez de estos principios y supuestos no seran discutidos en este
articulo.

Con respecto al modelo matematico de la medicién psicométri-
ca.

Con respecto a las Propiedades del instrumento y de la escala para el
modelo psicométrico correpondientes a un modelo sintictico presentado
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en la seccién 3, podemos dar el alcance de que estas propiedades son
dificiles de cumplir en la practica, tanto por teoria de test que exige por lo
menos una medicién de intervalo, como en el escalamiento o construccién
de pruebas que toman medicién desde el nivel nominal como puede verse,
por ejemplo, en Magnusson(1990).

El modelo deterministico de las escalas de medicién, plantea un ho-
momorfismo de la escala m, m(t;) = z; Vi € I, donde z; es la propiedad
medida (en verdad z!). Sin embargo en la seccién 4, z; tomard la forma
de puntaje observado, cuando se precisa el modelo probabilistico por el
cual se obtiene z esto es, mediante el experimento aleatorio compuesto
propuesto en el modelo TCT, de manera que el valor proporcionado es
obtenido por un instrumento psicométrico.

Asi el modelo matemaético es un modelo normativo dentro del cual
fue posible definir formalmente tres propiedades deseables para el instru-
mento psicométrico como son la validez, confiabilidad y diferenciabilidad,
y también 3 propiedades que la escala debe satisfacer como son que sea
un homomorfismo, sea tinica e intervalar.

Con respecto al modelo estadistico de la medicién psicométrica

En la seccién 4 fueron presentados un conjunto de resultados de la
axiomatica propuesta sin mayores interpretaciones. A continuacién pre-
sentamos las interpretaciones de los principales enunciados.

De la definicién (1.1), se puede interpretar que el puntaje observado,
X, de un individuo es la suma de dos partes un puntaje verdadero, T, y
un puntaje de error o error de medicién, €. T' y € son constructos tedricos
que no son observables.

(1.2) es equivalente a asumir E(X) = T, que se interpreta como que
el valor esperado (el promedio poblacional) de X es T. T es el promedio
de la distribucidn tedrica de los puntajes X que se hallarian en repetidas
aplicaciones independientes del mismo test al mismo individuo. Hay que
hacer notar que T se define en términos del valor esperado de los pun-
tajes, no en términos de una propiedad real del examinado. El puntaje
verdadero no necesariamente refleja “el verdadero” nivel de la propiedad
a medir, esto corresponde a un problema de validez. (1.3) se interpreta
como que puntajes de error y puntajes verdaderos obtenidos por una
poblacién de individuos en un test no estin correlacionados. (1.4) se in-
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terpreta como que los puntajes de error, €1 y €5 en dos tests diferentes
no estan correlacionados. (1.5) se interpreta como que los puntajes de
error en un test, e1 no estan correlacionados con los puntajes verdaderos
en otro test, 75.

En Bohrntedt (1978) y Lord y Novick (1974) se presenta una cons-
truccién del modelo en base a los axiomas equivalentes. Estas caracte-
rizaciones equivalentes son comunes en Matematica y prueban que los
axiomas de cualquier sistema deductivo no son tnicos.

Otros autores toman a (3.2) como definicién de medidas paralelas
reservando (3.4) como definicién de estrictamente paralela.

La expresién E(X) = E(T') es a menudo referida como puntaje medio
observado o puntaje medio verdadero. La varianza de los puntajes de
error V' (¢) se refiere a la varianza de errores de medicién o simplemente
a la varianza de error, y su raiz cuadrada o, es referida como desviacién
estdndar de los errores de medicién o simplemente como el error estdndar
de medicion. Cada una de las expresiones obtenidas en las secciones pre-
vias tienen un uso importante en la Teoria de los tests que no trataremos
de interpretar aqui, pero puede revisarse a Magnusson (1990) y Lord y
Novick (1974).

Por (2.4) la confiabilidad es la proporcién de la varianza total del
puntaje observado que es explicada por la influencia lineal de T' y por
(2.2) diremos que es una medida del ajuste de esta relacién lineal, o
de otra forma, podemos decir que la confiabilidad de un test es una
medida del grado de variacion relativa del puntaje verdadero sobre la
variacién del puntaje observado. De esta relacién también podemos ver
que la confiabilidad es una medida inversa de la varianza relativa de error
sobre la varianza observada.

La definicién 3 es sélo teérica puesto que T es una variable aleatoria
no observable y por tanto #2(X,T) también, sin embargo r(X,X’) si
lo es y puede estimarse; como por (3.4) son iguales, cualesquiera de
esas cantidades puede tomarse como una definicién de confiabilidad. En
Magnusson (1990), Lord y Novick (1974), Bazan (1993), y Kristof (1963)
puede revisarse diversas formas de estimar la confiabilidad. La expresion
r(X,T) es algunas veces referida como el indice de confiabilidad, y la
Proposicién 3 es igualmente véalida para dicho indice.

97



El coeficiente de validez de una medicién o predictor puede ademas
establecerse inicamente en relacién a una segunda medicién llamada un
criterio. Aunque lo anterior no debe de olvidarse, es usual referirse a
dicho coeficiente como la validez de un test.

Un problema de importancia para los psicdlogos tedricos consiste en
determinar la relacién entre dos variables psicoldgicas teéricas, propieda-
des medibles o latentes, con instrumentos psicométricos construidos para
medirlas. Si la relacién entre dichos instrumentos psicométricos es mu-
cho menor que la correlacién entre las propiedades medidas (constructos)
como se ve en (6.3), y si asumimos como aproximacién razonable que el
puntaje verdadero en la medicién puede ser tomada como el constructo
en la cuestion, entonces podemos usar ciertas férmulas Hamadas férmu-
las de atenuacidn, para calcular la verdadera correlacién entre los cons-
tructos. La ecuacién derecha de (6.3) da la correlacién entre puntajes
verdaderos en términos de la correlacién entre puntajes observados y la
confiabilidad de cada observacién. La ecuacién (6.4), al despejarse, da la
correlacién entre puntaje observado en una medicién y el puntaje ver-
dadero en una segunda medicién en términos de la correlacién entre los
puntajes observados en las dos mediciones y la confiabilidad en la se-
gunda medicién. Ambas son ecuaciones de estimacién de cantidades no
observables cuyas cotas se obtienen de (6.5) y (6.6), y son las llamadas
férmulas de atenuacién.

De la proposicion 7 se deduce que una alta confiabilidad es una condi-
cién necesaria pero no suficiente para una alta validez. Que la validez de
un test (con respecto a otro test) pueda exceder su confiabilidad puede
en principio parecer contraintuitivo. La paradoja, sin embargo, resul-
ta del caricter no paralelo de la definiciones de confiabilidad y validez;
asi la dltima fue definida como un coeficiente de correlacién y el primero
como una correlacién al cuadrado. Como |p| < 1, se tiene que p? < |p|,
lo cual explica el resultado dado. Caso en el que la validez excede a la
confiabilidad pueden ocurrir cuando la medida del predictor es quizas no
confiable y la medida del criterio es relativamente confiable. La propuesta
de Zimmerman (1983) ofrece mayores perspectivas.

Con respecto a la propuesta de Zimmerman para la definicién
de validez

Una primera cosa a decir con respecto a la definicién propuesta por
Zimmerman es que la definicién de validez es “simétrica” a la de con-
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fiabilidad. En la definicién de confiabilidad, esta se definia como una
cantidad no observable sobre otra observable (véase 2.4) para el caso de
la validez en la definicién propuesta COV (T'x,Ty) no es observable y
V(X), V(Y) si lo son. A diferencia de la definicién de validez anterior,
en ésta el signo depende de COV (T'x,Ty).

Ventajas de Vxy frente a pxy

(1)

(i)

(iii)

Independencia del axioma (1.4)

= Si se cumple el axioma (1.4), esto es E(ex,ey) = 0, en (7.3)
Vxy = pxy lacual es andloga a la definicién convencional (ver
seccién 5).

= Si no se cumple el axioma (1.4), esto es E(ex,ey) # 0, en
(7.3) Vxy ofrece otras ventajas.

“Correcta’desde el punto de vista de la axiomadtica de la TCT.
Si X e Y son paralelos, = Vxy =r(XX') y no como pxy =1

En efecto si el predictor X y el criterio Y cumplen (3.1) se tiene
Tx =Ty =T por lo que en (7.1) COV (ex,ey) = COV (X,Y) —
COV (Tx,Ty) = 0, en base a (3.3) pues de COV (X,Y) =
COV(X,X"). Luego en (7.3), Vxy = r(X,Y) = (X, X'). Es decir
la validez es interna, y la validez coincide con la confiabilidad, por
lo que ésta 1ltima serfa un caso particular de validez para predic-
tores paralelos (paralelismo entre el predictor y el criterio). Asi, el
valor de la confiabilidad se puede interpretar como validez interna,
lo cual resulta correcto desde el punto de vista de la axiomadtica
considerada.

Si el predictor X y el predictor ¥ son variables aleatorias con dis-
tribucién normal de media cero y varianza 1 ie. (X,Y ~ N(0,1)),
estoes E(X) = E(Y) =0, V(X) = V(YY) = 1, se tiene de (3.2)
y (1.2) que X e Y son paralelos y por lo anterior se tiene que
Vey = COV (X,Y).

Estos resultados sugieren que la definicién inducida (7.2) es la “correc-
ta” desde el punto de vista de la axiomética de la TCT que se trabaja.
q
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De (7.2) se obtiene
v _ _ cov (ex,ey)
P T VY

que es directo al usar (7.1), separar los términos en el numerador y usar
la definicién de correlacién.

(7.3)

(7.5) se puede interpretar como la discrepancia entre p;, —V,, esté en
funcién del grado correlacién entre su puntajes de error.

Con respecto a la atenuacién del error de medicién en la definicién
de Zimmerman se tiene que de (7.2) la cov (Tx, Ty) = Vi [V (z)V (y)]*/?
y en la siguiente expresién de la correlacién se tiene

r(Tx, Ty) = (Vay [V (2)V W)Y?)/ IV (Tx)V (Ty)]' 2,
asf usando (2,4) y (3,4) se tiene:
\%
r(Tx,Ty) = Trix XX\Y/T ) (7.6)
La cual es andloga a la confiabilidad en (7.2) pues si E(eg,ey) = 0 =
Viy = pzy. Pero si E(eg,e,) # 0 por (7.2) se tiene
COV (Tx,Ty)

VYV Vr(X, X)/rV, Y

y usando (7.1) para el numerador y separando y dandole la forma de la
definicién de correlacién se tiene

r(X,Y) r(ex,ey)

RO i e

Finalmente, es facil deducir, como |r(Tx,Ty)} < 1, que |Vxy| <
[V(Te)/V(X)M2[V(Ty) /V(Y)]Y/2, y por (2.4) y (3.4) se tiene

T(Tx, Ty) =

T‘(Tx,Ty) = (7-7)

Viey] < 4/r(X, X)r(Y,Y") (7.8)

Tanto como (7,7} y (7.8) no tienen correspondientes en la TCT (ver
Lord y Novik, 1974); por lo que la definicién propuesta de validez resulta
ser mds general y no necesita del axioma (1.4).
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En este articulo revisamos uno de los modelos estadisticos mas utiliza-
dos para la construcién de un test psicométrico que es la Teoria Clasica
de los Tests denominada también Teoria del puntaje verdadero. Esta
se apoya en un modelo lineal con error de medicién formulado por
Spearman en 1904. En este modelo se establece una axiomatica relativa-
mente simple para los componentes del modelo; y diversas definiciones
de equivalencia entre mediciones para una aplicacién de un test a cierto
individuo. El término medicién se refiere aqui a un sustantivo que deno-
ta un elemento de un test,(item) o el test mismo y se refiere a diversas
medidas de un mismo constructo. El propésito del articulo es ofrecer una
presentacién del modelo psicométrico de la Teoria Cldsica de los Tests,
el cual contiene parte del modelo lineal cldsico para una medicién en una
poblacién de individuos. A partir de él pueden derivarse el Modelo Lineal
Clasico para un individuo en una poblacién de items (para mediciones
de orden k) donde se deriven las conocidas férmulas de prediccién de
Spearman-Brown, Alfa de Cronbach, Lamda de Guttman, y las férmulas
de Kuder-Richardson, las cuales son cotas inferiores de la confiabilidad
de un test compuesto. Esto es materia de otra entrega para no recargar
la extensidn de este articulo.

Finalmente, esta presentacién también tiene el propdsito de sentar las
bases para motivar en nuestro medio futuras contribuciones disciplina-
rias, interdiciplinarias y multidiciplinarias como se dan, en extenso, en
otros contextos.
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ANEXO
PRUEBA DE LAS PROPOSICIONES Y LEMAS

Prueba de la Proposicién 1
[ Veamos (I)= (II)
(2) E(e) = E(X —T) = E(X) - E(T) =0, por (1) y (i).

) -
(3) Bastard probar que COV (T,¢) = 0, en efecto
COV (T,e) = E(Te) — E(T)E(e ) ET(X -T)) = E(TX) -
E(T?%) =0, por (1), (2) y (ii).

(4) Bastard probar que COV V(e1,£2) = 0, en efecto
COV (e1,€2) = E(e1,62) — E(e ) (e2) = E((X1 -T)(X2 - T3)) -
EX; -T)E(X; — Te) = E(X1X,) - E(T1 Xs) — E(X1To) +
E(T1T3)—E(X1) E(X2)+E(T1) E(X2)+ E(X1)E(T2)-E(T)E(T2) =
0 por (1), (i) y (ii).

(5) Bastard probar que COV (e1,T3) = 0, en efecto
COV (e1,12) = E(e1T2) — E(e1) E(T2) = E((X1 —Th)T2) - E(X1 -
Tl)E(Tz) = E(Xsz) — E(TlTQ) - E(Xsz) + E(Tsz) = 0, por
(1), (i), (iii).

(ID= (1)

(i) E(X) = E(T +¢) = E(T) + E(e) = E(T), por (1) y (2).

(ll) E(Xsz) = E((Tl +€1)T2) = E(TITQ) + E(&‘l,TQ) = E(Tsz), por
(1) y (5).

(iii) Bastard probar que E(X1X,) = E(T1T»), pues por (ii) se obtiene
la igualdad deseada, en efecto:
E(X1X2) = E((T1+¢e1)(Ta+e2)) = E(NMT:)+E(e1 1)+ E(Ties)+
E(e1,e2) = E(T1T3), por (1), (4) y (5).]

Prueba del Corolario 1
[ Sigue directamente de (I) (ii) y (I) (iii).
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Prueba de la Proposicién 2
[(2.1) Sigue directamente de (1.1) y de (1.2).

(2.2) Sigue directamente de que E(¢/T = t) = 0, V7 es un caso particular
de E(e) =0,VN CI, N #¢yde (1.1).

(2.3) Sigue directamente de (1.1) y (1.3).

(2.4) Sigue directamente de COV(X,T) = V(T) del Corolario 1 y de
(2.3).

(2.5) Sigue directamente de r2(X,¢) = V(e)/V(T) y de (2.4).]

Prueba de la proposiciéon 3
[(3.2) Son triviales a partir de (3.1).

(3.3) Usando (1.1),(2.1),(1.3) y (1.4) se tiene que:
COV(X,X) = BE(XX') - E(X)E(X') = E[(T +¢)(T +¢)] -
E(TE(T') = E(T?)-E(eT)+E(e T)+E(ec')— E*(T) = E(T?) -
E*(T) = V(T) o directamente del Corolario 1.

(3.4) Usando (3.2),(3.3) y (2.4) se tiene:
r(X,X) = COV (X, X)/[V(X)V(X)N/? =V(T)/V(X) =
r?(X,T).

(3.5) Usando (2.3), (3.3) y (3.4) se tiene:
Vi) = V(X - T) = V(X) - V(T) = V(X) - COV (XX) =
V(X) - V(X)r(X, X') = V(X)[1 - r(X, X")].

(3.6) Usando (2.5) y (3.4) se tiene:
r(X,e) =/1-r(X,T) =/1-7(X,X).]

Prueba de la proposicién 4

[ En efecto, como por (2.4) r*(X,T) = 1-V (e)/V(X), podemos ver que
si la varianza de errores de medicién es cero, entonces la confiabilidad
de un test sera la unidad, de otro modo, como por (1.6) V{X) > V(e),
si la varianza de errores de medicién tiende hacer igual a la varianza del
puntaje observado, entonces por (2.3) la varianza del puntaje verdadero
tenderia a cero y la confiabilidad del test debe también tender a cero.]
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Prueba de la Proposicion 5

[ Si X e Y son medidas estrictamente paralelas por (3.2), (3.3) se tiene
que: 7(X,Y) = V(T)/V(X) =r?(X,T).

Prueba del Lemal

[(6.1) Usando (1.2}, el Corolario 1, sustituyendo y multiplicando por una
expresién equivalente a la unidad se tiene que:
[r(Tx, Ty )/COV (T, Ty) V2V (X)]/2V (X) =
[COV (X, Ty)/V (X)V(TV)][V(Tx V (X))/COV (X, Tx)]
=r(X,Ty)/r(X,Tx). De manera andloga se tiene r(Tx,Ty)
= 'I“(Y, Ty)/T(Y, Ty).

(6.2) Usando (1.2), la demostracién de (2.4), sustituyendo y multipli-
cando por una expresién equivalente a la unidad, se tiene que:
r(X,Y) = COV (X,Y)/V(X)\/2V(Y)/?
= [COV (X, Ty)/V(X)'/?V(Y)'/?] [COV (Y, Ty)/V (Ty)'/?]
[V(Ty )12V (Ty) /2] = [COV (X, Ty) [V (X)M2V (Ty )]

[COV (Y, Ty )V (Ty )12V (Y )1/2] = r(X, Ty ), r(Y, Ty).
De manera andloga se tiene r(X,Y) = r(Y, Tx),r(X,Tx)]|

Prueba de la Proposicién 6

[(6.3) La primera igualdad sigue directamente de {6.2) y reemplazando
en (6.1). La segunda igualdad se obtiene por (3.4).

(6.4) Sigue directamente de (6.2) y de (3.4).

(6.5) Sigue directamente de (6.1) y del hecho que los indices de con-
fiabilidad r(X,Tx) y (Y, Ty) son menores que uno como se obser-
v6 en la Proposicién 3.

(6.6) De la observacién4 r(Tx,Ty) es del mismo signo que r(X,Ty),
por lo que de (6.1)
Ir(Tx, Ty)| 2 Ir(X, Ty)|, Ir(Tx, Ty)| 2 [r(Y, Tx).
Andlogamente, de (6.2)
Ir(X,Ty)| 2 |r(X,Y)| y [r(Y, Tx)| 2 |r(X,Y)].
De ambas desigualdades se concluye. |
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Prueba de la Proposicién 7:

[ En efecto para X "¢ Y’ medida estrictamente paralelas para X e Y,
se cumple: 7(X,Y) < r(X,Tx) = r(X, X )2 y r(X,Y) < r(Y,Ty) =
r(Y, Y )12 por (6.5) y (3.4). Por otro lado si suponemos que 7(X,Y) >
r(X,X) = r%(X,Tx) entonces r(X,Y)/r(X,Tx) > r(X,TX) y por
(6.2) (Y, Tx) > r(X,Tx). Andlogamente se prueba que r(X,Ty) >
r(Y,Ty), es decir r(X,Y) > r(X,X ) = r(Y,Tx) > r(X,Tx) yr(X,Y) >
r(Y,Y') = r(X,Ty) > r(Y,Ty).]

Prueba de la proposicién 8:

[ Por definiciéon COV (X,Y) = E(X,Y)-E(X)E(Y) = E(Tx+ex)(Ty+
ey) — E(Tx + ez) E(Ty + e,)] multiplicando y tomando esperanza, al u-
sar la definicién de covarianza se tiene COV (X,Y) = COV (Tx,Ty) +
COV {ex,ey), pues usando (1.2) COV (Tx,ey) y COV (Ty,ex) son
cero. |

Prueba de la Proposicién 9
[ De la definicién de correlacién y de (7.2) se tiene

(7.4) Se obtiene dividiendo en forma directa

(7.5) Restando, se obtiene porque en el numerador
COV (eg,ey) = COV (X,Y) — COV (Tx,Ty) por (7.1), y en el
denominador se reemplaza la rafz cuadrada del despeje de (3.5)
finalmente de la definicién de correlacién para ex y ey. |
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